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Аннотация. Работа посвящена исследованию динамических свойств решений краевых задач,
связанных с классической системой Ферми – Паста – Улама (ФПУ). При исследовании локальной
динамики этих задач может реализовываться критический случай бесконечной размерности. В
этих условиях построено специальное нелинейное уравнение с частными производными, которое
играет роль квазинормальной формы, т.е. определяет в главном поведение всех решений исходной
краевой задачи с начальными условиями из достаточно малой окрестности состояния равновесия.
В зависимости от значений параметров в качестве квазинормальных форм выступают модифи-
цированное уравнение Кортевега – де Вриза (КДВ) и уравнение Кортевега – де Вриза – Бюр-
герса (КДВБ). При некоторых дополнительных предположениях к полученным краевым задачам
применена процедура повторной нормализации, приводящая к бесконечномерной системе обык-
новенных дифференциальных уравнений, описан способ сворачивания этой системы в краевую
задачу – аналог нормальной формы. Построенные квазинормальные формы позволяют судить о
динамике задачи ФПУ. Основной результат работы состоит в том, что аналитическими методами
нелинейной динамики изучен вопрос о взаимодействии волн, движущихся в разных направлениях,
в задаче ФПУ. При рассмотрении так называемых регулярных решений описано влияние волн друг
на друга, которое задается специальным интегральным соотношением. Показано, что это влияние
является асимптотически малым и не меняет форму волн, внося вклад только в их скоростной
сдвиг, который не меняется по времени.
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1. Постановка задачи
Рассматривается хорошо известная [1–6] модель Ферми – Паста – Улама (ФПУ),
которая описывается системой уравнений
m
d2yj
dt2
= Fj,j+1 − Fj−1,j, (1)
где
Fj−1,j = k(4l) + α(4l)2 + β(4l)3, 4l = yj − yj−1 (k > 0).
Здесь yj = yj(t) координата положения равновесия j-й массы. В классической задаче
ФПУ имеем β = 0. Система уравнений с ненулевым коэффициентом β предложе-
на в [7]. Пусть yj(t) = y(t, xj) и расстояния между соседними точками xj равны
h. Считается, что значения xj распределены на отрезке длины 2piL и выполнено
условие периодичности y(t, xj +2piL) = y(t, xj). Удобно произвести нормировку про-
странственной переменной x : x → Lx. В результате приходим к соотношению
xj+1 = xj + ε, где ε = hL−1. Основное предположение состоит в том, что параметр
ε является достаточно малым: 0 < ε  1. Следующее важное ограничение состоит
в том, что рассматриваются так называемые регулярные решения системы (1), т.е.
такие решения y(t, x), которые можно раскладывать в асимптотические при ε → 0
ряды
y(t, x± ε) = y(t, x)± ε∂y(t, x)
∂x
+
1
2
ε2
∂2y(t, x)
∂x2
± ... (2)
Подставим (2) в (1) и произведем перенормировку времени t → (km−1)1/2εt.
Тогда с точностью до O(ε6) получим [6], краевую задачу
∂2y
∂t2
=
∂2y
∂x2
+
1
12
ε2
∂4y
∂x4
+
2
6!
ε4
∂6y
∂x6
+ αε
[
2
∂y
∂x
∂2y
∂x2
+
∂
∂x
(1
6
ε2
(∂y
∂x
∂3y
∂x3
+
1
2
(∂2y
∂x2
)2))]
+
+ βε2
∂
∂x
[(∂y
∂x
)3
+
1
4
ε2
((∂y
∂x
)2 ∂3y
∂x3
+
∂y
∂x
(∂2y
∂x2
)2)]
, (3)
y(t, x+ 2pi) ≡ y(t, x). (4)
В работах [4], [8–14] изучались регулярные решения данной краевой задачи, полу-
ченной из модели ФПУ (1).
Ниже исследуется поведение решений краевой задачи (3) - (4).
2. Нормализация краевой задачи (3) – (4)
От уравнения (3) перейдем к системе вида
∂u
∂t
= v,
∂v
∂t
=
∂2u
∂x2
+
1
12
ε2
∂4u
∂x4
+
2
6!
ε4
∂6u
∂x6
+ αε
[
2
∂u
∂x
∂2u
∂x2
+
∂
∂x
(1
6
ε2
(∂u
∂x
∂3u
∂x3
+
+
1
2
(∂2u
∂x2
)2))]
+ βε2
∂
∂x
[(∂u
∂x
)3
+
1
4
ε2
((∂u
∂x
)2 ∂3u
∂x3
+
∂u
∂x
(∂2u
∂x2
)2)]
,
(5)
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где
u(t, x+ 2pi) ≡ u(t, x), v(t, x+ 2pi) ≡ v(t, x). (6)
Решение линеаризованной системы w˙ = Aw, где A =
(
0 1
∂2
∂x2
0
)
, w = (u, v)T ,
можно разложить в формальный ряд Фурье по элементарным решениям ξk exp(ik(x+
t)) и ηk exp(ik(x − t)) (k = 0,±1,±2, ...). Поэтому можно говорить, что при иссле-
довании локальной динамики задачи (5), (6) реализуется критический (в задаче об
устойчивости нулевого состояния равновесия) случай бесконечной размерности. От-
метим, что такого типа критические случаи изучались в работах [15–19]. Методика
исследования базируется на предположении о том, что решения w(t, x, ε) в (5), (6)
можно представить в виде формального выражения
w(t, x, τ, ε) = εξ(τ, x+ t, ε) + εη(τ, x− t, ε) + ε2w2(t, x, τ, ε)+
+ε3w3(t, x, τ, ε) + ...,
(7)
где
ξ−k(τ, ε) = ξ¯k(τ, ε), η−k(τ, ε) = η¯k(τ, ε),
ξ(τ, z, ε) =
∞∑
k=−∞
ξk
(
1
ik
)
exp(ikz), η(τ, z, ε) =
∞∑
k=−∞
ηk
(
1
−ik
)
exp(ikz),
τ = ε2t — "медленное" время, ξk(τ, ε) и ηk(τ, ε) — неизвестные регулярно зависящие
от ε амплитуды, а функции wj(t, x, τ, ε) — 2pi-периодичны по первым двум аргу-
ментам и тоже регулярно зависят от ε. Переход от исходной системы (5) к системе
уравнений для определения амплитуд ξk и ηk будем называть нормализацией.
Подставим (7) в (5). Для определения функции
(U, V )T = εw2(t, x, τ, ε) + ε
2w3(t, x, τ, ε)
получаем систему вида
∂U
∂t
= V,
∂V
∂t
=
∂2V
∂x2
+R1(t, x, τ, ε) +R2(t, x, τ, ε),
(8)
в которой в функцию R1 собраны все слагаемые, разложение которых в ряд Фурье
производится только по системе функций exp(ik(x + t)) или exp(ik(x − t)) (k =
0,±1,±2, ...), а в R2 — остальные слагаемые. Отметим, что система (8) разрешима в
указанном классе 2pi-периодических по t и x функций при условии R1 ≡ 0. Функция
R2 имеет вид
R2 = 2α
∂
∂x
(
∂ξ
∂x
∂η
∂x
)
+O(ε),
поэтому для w2 = (w21, w22)T приходим к системе вида
∂w21
∂t
= w22,
∂w22
∂t
=
∂2w21
∂x2
+ 2α
∂
∂x
(
∂ξ
∂x
∂η
∂x
)
.
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Отсюда получаем, что
w2 = −α
2

∂
∂x
(ξη)
∂2
∂x∂t
(ξη)
 .
Учитывая это равенство в (8), заключаем, что условия разрешимости системы
(8) относительно w3 = (w31, w32)T в указанном классе функций состоит в выполне-
нии соотношений
ε2
∂2ξ
∂τ 2
+ 2
∂2ξ
∂τ∂x
=
1
12
∂4ξ
∂x4
+
2
6!
ε2
∂6ξ
∂x6
+ 2α
∂ξ
∂x
∂2ξ
∂x2
+
ε2α
6
∂
∂x
[
∂ξ
∂x
∂3ξ
∂x3
+
1
2
(
∂2ξ
∂x2
)2]
+
+ ε2
∂
∂x
[
β
(
∂ξ
∂x
)3
+
(
3β − 2α2)M ((∂η
∂x
)2)
∂ξ
∂x
]
, (9)
ε2
∂2η
∂τ 2
− 2 ∂
2η
∂τ∂x
=
1
12
∂4η
∂x4
+
2
6!
ε2
∂6η
∂x6
+ 2α
∂η
∂x
∂2η
∂x2
+
ε2α
6
∂
∂x
[
∂η
∂x
∂3η
∂x3
+
1
2
(
∂2η
∂x2
)2]
+
+ ε2
∂
∂x
[
β
(
∂η
∂x
)3
+
(
3β − 2α2)M ((∂ξ
∂x
)2)
∂η
∂x
]
, (10)
ξ(τ, x+ 2pi, ε) ≡ ξ(τ, x, ε), η(τ, x+ 2pi, ε) ≡ η(τ, x, ε). (11)
Здесь принято обозначение M(ϕ(x)) = 1
2pi
2pi∫
0
ϕ(x)dx.
Сформулируем несколько выводов о взаимодействии волн ξ(τ, x+ t, ε) и η(τ, x−
t, ε), движущихся в разных направлениях. Во-первых, это взаимодействие осуществ-
ляется через слагаемые ε2(3β− 2α2)M ((∂η
∂x
)2
)
∂ξ
∂x
и ε2(3β− 2α2)M (( ∂ξ
∂x
)2
)
∂η
∂x
соответ-
ственно. Во-вторых, оно относительно слабое, так как имеет порядок ε2. В-третьих,
что самое важное, отмеченные слагаемые не влияют на форму волн, а вносят вклад
только в их скоростной сдвиг, причем постоянный по времени. Это следует из того,
что заменами τ → (1 + ε2M ((∂η
∂x
)2
))
τ в (9) и заменой τ → (1 + ε2M (( ∂ξ
∂x
)2
))
τ в
(10) соответствующие слагаемые, обеспечивающие связь уравнений (9) и (10), про-
падают. Обратим внимание на то, что чем больше "среднее" одной волны, тем на
большую величину происходит изменение скорости движения другой волны. Отме-
тим, что явление, когда волны проходят друг через друга без изменений, а только
с небольшим сдвигом по времени, хорошо известно в теории солитонов [20–23].
В уравнениях (9) и (10) произведем еще несколько преобразований. Учтем, что
∂2ξ
∂t2
и ∂
2η
∂t2
в (9) и (10) выражаются через производную по пространственной перемен-
ной от некоторого выражения. Для регулярных решений тогда имеем соотношения:
∂ξ
∂τ
=
1
24
∂3ξ
∂x3
+
α
2
(
∂ξ
∂x
)2
+O(ε),
∂η
∂τ
= − 1
24
∂3η
∂x3
− α
2
(
∂η
∂x
)2
+O(ε).
Отсюда получаем, что
2
∂2ξ
∂τ 2
=
1
288
∂6ξ
∂x6
+
α
24
∂3
∂x3
((∂ξ
∂x
)2)
+ α
∂ξ
∂x
(
1
12
∂4ξ
∂x4
+ 2α
∂ξ
∂x
∂2ξ
∂x2
)
+O(ε)
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и
2
∂2η
∂τ 2
=
1
288
∂6η
∂x6
+
α
24
∂3
∂x3
((∂η
∂x
)2)
+ α
∂η
∂x
(
1
12
∂4η
∂x4
+ 2α
∂η
∂x
∂2η
∂x2
)
+O(ε).
Эти уравнения позволяют записать краевые задачи (9), (11) и (10), (11) для
функций
u =
∂ξ
∂x
, v =
∂η
∂x
(12)
в следующей форме:
2
∂u
∂τ
=
1
12
∂3u
∂x3
+
ε2
960
∂5u
∂x5
+ 2α
∂u
∂x
u+
ε2α
6
∂
∂x
[
u
∂2u
∂x2
+
1
2
(∂u
∂x
)2]
+ ε2
[
− α
48
∂3(u2)
∂x3
−
− α
24
u
∂3u
∂x3
− α2u2∂u
∂x
+
∂
∂x
(
βu3 + (3β − 2α2)M(v2)u)] , (13)
2
∂v
∂τ
=
1
12
∂3v
∂x3
+
ε2
960
∂5v
∂x5
+ 2α
∂v
∂x
v +
ε2α
6
∂
∂x
[
v
∂2v
∂x2
+
1
2
(∂v
∂x
)2]
+ ε2
[
− α
48
∂3(v2)
∂x3
−
− α
24
v
∂3v
∂x3
− α2v2 ∂v
∂x
+
∂
∂x
(
βv3 + (3β − 2α2)M(u2)v)] . (14)
u(τ, x+ 2pi, ε) ≡ u(τ, x, ε), v(τ, x+ 2pi, ε) ≡ v(τ, x, ε), (15)
Важно подчеркнуть, что можно вычислить явные значения выражений M(u2) и
M(v2) с точностью до O(ε) через начальные условия решений исходной краевой
задачи (3) и (4). Пусть y(0, x) = a(x),
∂y
∂t
∣∣∣
t=0
= b(x), где a(x) и b(x) – некоторые
(гладкие) 2pi–периодические функции.
Тогда
M(u2) =
1
4
M
((
b(x) +
da
dx
)2)
, M(v2) =
1
4
M
((
b(x)− da
dx
)2)
.
Из (12) следует, что для функций u и v можно выписать условия
M(u) = M(v) = 0. (16)
Отметим еще, что нулевым приближением краевых задач (13), (15), (16) и (14), (15),
(16) является уравнение КДВ
∂w
∂τ
=
1
6
∂3w
∂x3
+ αw
∂w
∂x
, w(τ, x+ 2pi) ≡ w(τ, x). (17)
Сформулируем основной результат.
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Теорема 1. Пусть u(τ, x) и v(τ, x) являются ограниченными при τ →∞ вместе с
производными по x до 5–го порядка включительно решениями краевой задачи (13)–
(16). Тогда краевая задача (5),(6) имеет асимптотическое по невязке с точностью
до O(ε5) решение w(t, x, ε), для которого
w(t, x, ε) = ε(ξ(τ, x+ t) + η(τ, x− t)) + ε2w2(t, x, τ, ε) + ε3w3(t, x, τ, ε),
где τ = ε2t и выполнены соотношения (12).
3. Повторная нормализация
Модифицированное уравнение КДВ и уравнение КДВБ изучались многими авто-
рами [24–28]. Исследовались вопросы интегрируемости, построения (при определен-
ных значениях коэффициентов) точных решений [29–31]. Здесь будем использовать
методику работ [15–19,32,33], в которых разработан метод исследования локальной
динамики для бесконечномерных критических случаев.
Сначала приведем результаты из [15] нормализации главной части краевой за-
дачи (13)–(16), т. е. краевой задачи (17). Для этого введем следующее обозначение.
Пусть w(x) =
∞∑
k=−∞,k 6=0
wk exp(ikx). Оператор J введем по правилу
J(w(x)) =
∞∑
k=−∞,k 6=0
(ik)−1wkexp(ikx). (18)
Из (12) следует, что
ξ(τ, x) = J(u(τ, x)), η(τ, x) = J(v(τ, x)). (19)
Для функции W (x) из (18) определим вектор-функцию R(W ) по правилу
R(W ) = (. . . ,W−1 exp(−ix), 0,W1 exp(ix),W2 exp(2ix), . . .).
Ниже умножение векторов – покоординатное:
R2(W ) = (. . . ,W 2−1 exp(−2ix), 0,W 21 exp(2ix),W 22 exp(4ix), . . .),
а (R2(W ), R¯(v)) =
∞∑
j=−∞,j 6=0
W 2j vj exp(ijx).
Рассмотрим краевую задачу
2
∂W
∂τ
=
ε2
960
∂5W
∂x5
+ A(W ), W (τ, x+ 2pi) = W (τ, x), M(W ) = 0, (20)
где
A(W ) =
2
3
[
M(J2(W ))
∂W
∂x
+
(
R2(J(W )), R¯
(∂W
∂x
))]
.
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Основной результат состоит [15–17] в том, что краевая задача (20) играет роль уко-
роченной нормальной формы для краевой задачи (13)–(16) или – повторной нор-
мальной формы для краевой задачи (5), (6).
Представляет интерес произвести повторную нормализацию в краевой задаче
(13)–(16) в случае, когда
α = 0. (21)
Учтем в (13) соотношение (16) и произведем замену y = x+ 3
8
βM((b(x)− da
dx
)2)τ .
В результате от (13), (15) приходим к краевой задаче
2
∂u
∂τ
=
1
12
∂3u
∂y3
+ ε2
1
960
∂5u
∂y5
+ ε2β
∂
∂y
u3, (22)
u(τ, y + 2pi) ≡ u(τ, y), M(u) = 0. (23)
Получающееся при ε = 0 уравнение имеет совокупность решений
W (τ, y) =
∞∑
k=−∞,k 6=0
Wk exp(−iky + i(24)−1k3τ). (24)
Базируясь на этом представлении решений, введем формальный ряд
W (τ, y, ε) =
∞∑
k=−∞,k 6=0
Wk(s) exp(−iky + i
24
k3τ) + ε2W1(s, τ, y) + . . . , (25)
где s = ε2τ , а функции Wj(s, τ, y) периодичны по τ и y. Подставим (25) в (22)
и будем приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях ε. Тогда из усло-
вия разрешимости получающегося уравнения относительноWj(s, τ, y) получаем бес-
конечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения
Wk(s) (k = ±1,±2, . . .):
2
∂Wk
∂s
=
1
960
(−ik)5Wk + 3β(−ik)Wk
(
2
∞∑
j=−∞,j 6=0
|Wj|2 − |Wk|2
)
. (26)
Положим W (s, y) =
∞∑
j=−∞,j 6=0
Wk(s) exp(−iky). Основной вывод состоит в том,
что функция W (s, y) с точностью до слагаемого порядка O(ε) является решением
краевой задачи
2
∂W
∂s
=
1
960
∂5W
∂y5
+ 6βM(W 2)
∂W
∂y
− 3β∂(R
2(W ), R¯(W ))
∂y
, (27)
W (s, y + 2pi) ≡ W (s, y), M(W ) = 0. (28)
Процесс нормализации можно продолжить. Поставим задачу локального иссле-
дования в окрестности нулевого состояния равновесия краевой задачи (27), (28).
Линейная часть этой краевой задачи имеет совокупность периодических решений
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zk exp(iky+ i(2 · 960)−1k5s) (k = ±1,±2, . . .), поэтому и здесь реализуется критиче-
ский, в задаче об устойчивости нулевого состояния равновесия, случай бесконечной
размерности.
Положим
z(s, y) =
∞∑
k=−∞,k 6=0
zk(s) exp(iky + i(2 · 960)−1k5s) + z1(s, y) + . . . , (29)
где zk(s) – медленно меняющиеся по s достаточно малые значения амплитуд, а
z1(s, y), z2(s, y) – квадратично, кубично и т. д. зависят от zj(s).
Подставим (29) в (27). Производя стандартные действия, приходим к бесконеч-
ной системе обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения zk(s)
(k = ±1,±2, . . . ). Основной результат состоит в том, что для функции
Z(s, x) =
∞∑
k=−∞,k 6=0
zk(s) exp(iky) (30)
эта бесконечная система уравнений с точностью до слагаемых порядка O(|z|5) может
быть свернута в краевую задачу – аналог нормальной формы –
∂Z
∂s
= 3βM(z2)
∂Z
∂y
− 3
2
β
∂(R2(Z), R¯(Z))
∂y
, (31)
Z(s, y + 2pi) ≡ Z(s, y), M(Z) = 0. (32)
Остается отметить, что эта краевая задача интегрируется в явном виде. Все решения
её являются, вообще говоря, бесконечномерными торами.
Таким образом, краевая задача (27), (28) играет роль нормальной формы для
краевой задачи (5),(6) при условии (21).
Выводы
Исследованы специальные уравнения с частными производными, описывающие
асимптотическое поведение так называемых регулярных решений в непрерывной
модели ФПУ. Использовались и развивались методы локального – в окрестности
состояния равновесия – анализа динамики решений. В основе этих методов лежит
известный формализм метода нормализации.
Изучен вопрос о взаимодействии волн, движущихся в различных направлениях.
Показано, что, во-первых, это взаимодействие относительно слабое, т. к. описыва-
ется слагаемыми порядка ε2. Во-вторых, взаимодействие приводит лишь к сдви-
гу фазовой скорости. Величина соответствующего сдвига явно определяется через
некоторые интегральные характеристики от начальных условий.
Применены процедуры повторных нормализаций. В результате получены спе-
циальные эволюционные нелинейные уравнения, играющие роль нормальных форм
для описания динамики исходного уравнения. Показано, в частности, что в главном
приближении решениями являются бесконечномерные торы и найдена их асимпто-
тика.
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Abstract. The work is devoted to the dynamic properties of the solutions of boundary value
problems associated with the classical system of Fermi – Pasta – Ulam (FPU). We study this problem
in infinite-dimensional case, when a countable number of roots of characteristic equations tend to an
imaginary axis. Under these conditions, we built a special non-linear partial differential equation, which
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plays the role of a quasinormal form, i.e, it defines the dynamics of the original boundary value problem
with the initial conditions in a sufficiently small neighborhood of the equilibrium state. The modified
Korteweg - de Vries (KdV) equation and the Korteweg - de Vries - Burgers (KdVB) one are quasi-
normal forms depending on the parameter values. Under some additional assumptions, we apply the
procedure of renormalization to the obtained boundary value problems. This procedure leads to an
infinite-dimensional system of ordinary differential equations. We describe a method of folding this
system in the special boundary value problem, which is an analogue of the normal form. The main
result is that the analytical methods of nonlinear dynamics explored the interaction of waves moving
in different directions, in the problem of the FPU. It was shown that waves influence on each other is
asymptotically small and does not change the shape of waves, contributing only a shift in their speed,
which does not change over time.
Keywords: Fermi–Pasta–Ulam model, generalized KdV equation, quasinormal form, boundary value
problem
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